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XIV-3. 


1. NOTAZIONI, IPOTESI e RISULTATI 


ntl 


Nell'aperto acR = (x RELSTZELITA ) = (x_,x') consideriamo il pro 


lo 
blema di Cauchy P(x,D)u = f, con dati di Cauchy sint ipersuperficie non caratteri 
stica o = o. P è un operatore st ti lineare d'ordine m a coefficienti 
x =P_+ des = icordi 
C (2), P rn Feo . (D= î DÀ). Se CA {x ott) ricordiamo che 


il problema di Cauchy per P si “dea ben posto in o, se 


(i) viecc(9) aueéd' (2) , Pu= f in 2 


(ii) vue e'(2) Pu= 0 ina,>u=0 ino, 


Faremo su P le seguenti ipotesi: 


H1) Il simbolo principale di P, Pr(x,E) è iperbolico rispetto a Eo? i.e. 


Pene!) = 0 ha sempre soluzioni E l38') reali, yxeo e e'e R". 


H2) Le radici caratteristiche di E Pm 08") = 0 hanno molteplicità al più 


d'ordine 3 e l'insieme dei punti tripli: 
e 2 
= * = 3 3 
E = {(x,E) E T*a]p_ (x,E) = 0, dpp(x3E) = 0, dp (E) = 0} 


è una sottovarietà C° di Î*9 tale che rango ol; = costante e la 1 forma w 
non si annulla identicamente su rrl* ) 
H3), (p EE). Sia Pù n la localizzazione di Fà in p. E' un.polinomio omogeneo 
El 


del terz'ordine iperbolico rispetto a (0, eg) definito da 


_ 28 # ni ; 
P(p+s6z) = S (Pr, 0(92)+0(1)) mett 92). Su Paci richiediamo che: 


(*) Questo esclude che £ sia isotropa, i.e. TECT°5 
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(i) Prn,o 692) = L, (62) - Q,(82) 


con L (62) = 8,0 2 (6x,68') e? forma lineare reale in (8x,6') 
(sz = (6x,6E)). 


(ii) Q,(82) è una forma quadratica iperbolica reale tale che: 


a) dim ker Fo, = dim Ue: 
b) ker È n InF6 = {o} 

2 2 
c) sp(F, )ciR. 

% 
5 2 

d) dim ImF, = 2 

Q 


H4) Her n ker F 
1 % % 


(e) 
H4) H € Int(ro 


x )NT.£ 
P» 1 2 p 


dove "q (o) denota il cono di iperbolicità di Q: i.e. la componente connessa che 
2 
contiene (0,6) di {sz eT (T*2)|Q,(8z) # 0} e r° è il polare simplettico di r; » 
O) p 2 Q Q 
= {sz|o(6z',6z) 2 0, S62'E TQo}. I] nostro primo risultato è il seguente 


+ 
Teorema 1. Sia 9 aperto in R" È deg e supponiamo che il Problema 
di Cauchy sia ben posto in > per t piccolo. Sia p 0% un punto caratteristico 


triplo per Pn Valgano inoltre H1), H3) (i), (ii)c) e H4) La Allora le seguen 


ti condizioni di Levi sono necessarie: 


ll), Re p°(p) = 0, 


o 
Hrie L, + pilo) E! 
Qlo 
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L2) Imp°(0) =0, HimpS(o) 5 ®* 


I] secondo risultato riguarda la sufficienza delle condizioni di Levi 


Teorema 2. P verifichi le ipotesi H1), H2), H3) > HA), < PE AI- 


lora, se: 


L1) Re p°(p) = 0, Ypoe E 


S 


(o) 
ua L, + Rep8(0) eInt(r (0), VpeEr 
2 \ 


L2) Imp"(0) =0 = 0, YoES 


4 
ImpS(p) 


il Problema di Cauchy per P in LA è ben posto. 


(o) +iv 


. 8 n 
(qui p (o) = gr: è 2'IE 


Ple) è il simbolo sottoprincipale di P in p; lo 


Hamiltoniano di una forma lineare L, è il differenziale letto via o, 
o(t,H, ) = <t,dL,>) 
1 
Alcune osservazioni 
L'ipotesi HE), : implica che Pri à è un operatore strettamente iperbo- 
E » 
lico e che r (p) = r. . Inoltre si ha che H € T EN(T 2)”, che è lo spazio tan- 
p 9 1? p 
gente in p alla foglia Fr della foliazione naturale che esiste su £ per Ho). Que 


L 


sto implica in particolare che nessuna bicaratteristica nulla di P ha punti limi- 
te su :. Dalle carateristiche doppie [B-B]1 si sa che nel caso non-effettivo i- 
perbolico il flusso Hamiltoniano ha punti limite su E precisamente in situazioni 
in cui ancora non si conoscono condizioni sufficienti per la buona posizione del 
problema di Cauchy. L'ipotesi H3) (i) assicura che non ci sono variabili norma- 
li a £ in cui Pri degenera più velocemente, mentre H3) (ii) garantisce che "o, 
non ha blocchi di Jordan d'ordine 4 nello zero. 


Che H1) sia necessaria è una conseguenza del Teorema di Lax-Mizohata 
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(vedi [H]). Le condizioni di Levi Li) a e L2) contengono in particolare le condi- 
zioni necessarie di Ivrii-Petkov che in questo caso dicono che Pr-1(9) = 0, se 
per. Se P è completamente fattorizzato, i.e. P = L-B, dove L(x,D) = Dt(x3D"') e 
B è un operatore non effettivamente iperbolico, le nostre condizioni si riducono 
alle solite condizioni di Ivrii-Petkov-Hérmander per B. Notiamo infine che tutte . 
le ipotesi e condizioni di Levi sono invarianti per trasformazioni canoniche. 
Consideriamo un esempio per illustrare i nostri risultati (vedi [B]): 


(M) P(x,0) = (D_-2D,) (-0%40î + (074505) + P_(x,D) + P(x,D) + P_(x,0). 


qui rER, u>0 equivalgono a H1) 


pesi 


H2) è automatica e £ = {(x,E) T*R Ri, 0,E, 3 E° 0, x,50}. 


H3), (i) e (ii) sono pure immediate (-0î + pÎ + yi (di + - DI) è non effettivamen- 
te iperbolico). 


H4)., s dice |g|<s1. Mentre L1), e L2) sono equivalenti ad affermare, se 


= (= i = 
P_(x,D) (co + 39) + CoD, + 322 Dn? che c; R, j = 0,1,2,3 e che 


1 2 2 2 
uè leg! al (c, + c3) + (Jc, | - &u) 


che risultano essere le condizioni necessarie e sufficienti per la buona posi- 


zione del Problema di Cauchy per l'operatore modello. 
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2. IDEA DELLA DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 1 
TETI LINUS TNAZIUNE DEL TEOREMA 1 


Supponiamo che il problema di Cauchy per P in % sia ben posto. Una 


prima conseguenza è che se K è un compatto di 9, 3u>0 tale che 


(1) inf WI (_,) = IU.) sc IPul(,) î UE C-(K) 


In effetti il Teorema 1 mostra che le condizioni L1),» L2) sono necessarie per (1). 
L'idea, dovuta a Ivrii-Petkov e perfezionata da Hòrmander, consiste nell'approssi- 
mare P microlocalmente vicino a una caratteristica tripla con un opportuno localiz 
zato in modo da violare (1). Tale localizzazione deve essere eseguita utilizzando 
solo un sottogruppo del gruppo simplettico, vista la natura differenziale del pro- 
blema e la necessità di conservare il tempo. Una classe di trasformazioni-canoni- 
che ammissibile è senz'altro quella delle dilatazioni simplettiche x(x,E)=(p°x,0 Se) 
n+t1 


dove s = (s0?5 s_)ER 


19°%>Sn - La (1) si dilata di conseguenza (p>0): 


to) lul(.,) ela IP_Ul(,) i EC (M) 


M compatto in 9, P_(y3D) = Mg po ad t = Max 2us;. In questo mo- 
do si assegnano pesi alle variabili e si possono evidenziare i termini d'ordine in 
feriore in P. Per provare che le condizioni L1) e L2) sono necessarie si tratta di 
costruire, supponendole negate, una serie formale Velo u. che risolve asin 
o 
toticamente per p+te , Pai, = s ma tale che u (0) # 0. In tutta la costruzione è 
fondamentale che Imy(x) = c|x|T, per "realizzare" 1a serie formale che definisce 
Va La prova procede in tre passi: prima si recuperano le condizioni necessarie di 


Ivrii-Petkov, p°(p) = 0, quindi si mostra che HrmpS(p) = 0 e infine che 


Pere] 
LISI , + Rep5(p)€ n (0) dove per. 


Q 
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Non è restrittivo supporre che p = (0,6). Dilatiamo P con x(x,€) = (xp°,Ep 0) 


con $j = È G j 4 n. Sviluppando secondo Taylor si ha: 


n? 


3 La a 2._m-3 -1/3 
P_(x1D)=C afrs ni 73 (0,e,)D + r-1(0»®n)Dn}Pn + 0(p ) 
a_=0 ù 
n 
1/3 1/3sn 


dove O(p° ) significa un resto che moltiplicato per p è un polinomio 0- 
mogeneo in £ a coefficienti limitati in c’(axrÈ), p+to. 


Dilatiamo ancora con 
(x3E)+(X_spXy pe a PX 49% SE da Ra 61) 
. o’ 3 isa 9 n-1° n? o’ 3 °°. O a n 


Se Sd è scelto abbastanza grande si ha: 


3 
9 P s 
fb m 3 2, nMm-3 -N 
(2) P_(x,0) = %G Ra (0en)Do + P_r-1(%®n)Pn}Pn + 0(p ), YN > 
Do) 
1 2°P, 
Senza minor generalità m = 3 e 63 (0,e,) = 1. Vogliamo risolvere formalmente 
dE 
Do) 


Pu = 0 in un intorno di 0 ®. Cercheremo Un nella forma: 


pp 
u (x) = E (x) L 731? v;() 


j=0 
372 3 
d E = + x 
ove p6*) exp(ip %n i0_( )) 
5 2 2 p 2 
908) = io(x] È see + X-1) tipx%, + erX5 


" ni SE È 
y è la radice di y + Pri-16%*©n) 0 


con Imy < 0 , se Pr-16°>€n) # 0. 
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Da (2) si ha: 
E (Pu 0%) = Lo* ep (10) + 


RSI ROS e laptl ;0). 
(o) m-1 nn 1 
jzo 
in un intorno fissato di O,M. Vista la scelta di Ys scegliamo v of € N) soluzio- 
ne di 
2 P 
(3Y DL + 4#iPn 


MICIORLIIA = 0, inM v09) = 


Allora Vi» j>1, si trovano per iterazione. E' facile allora vedere che (1)' è 


contraddetta. Si procede come nella prova di Lax- Mizobatà. Sia xeC5(9, ) e 


) = (03/24), (041)3/2 


4 (x allora 


- -N 
5 ES =.0 WN>> 1 
<u, x? slx 1, 0 lu) (op) 


Ma Ut v009) felt # 0 per una scelta opportuna di x. 


p> 
Notiamo che l'ipotesi H3), non è stata sfruttata. Per provare la ne 
cessità di L1), e L2) dilatiamo P(x,D) secondo x(x,€) = (p°x, pe) con s* 2. 
j<n. Sviluppando secondo Taylor è facile vedere che: 


m-3 E 


(ESE) nEn 0(p-!/2Sn) 


i "m-1,(0,6,) 


e per H3) (i), (3) è uguale a: 
(3)* P_(X3E) = ICE TE (EntSE O (EE) + 


.M=3 -1/2Sn 
’m-1,(0,6,) (EE) En En + Oo ) 


Ora bisogna procurarsi delle "buone" coordinate in T y(îra). I 


(0,6, 
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cambi di coordinate nel tangente a Tra vengono indotti da cambi di coordinate nel 
la base che rispettano il problema di Cauchy con dati a xo70: Si vede facilmente 

che questo significa considerare il sottogruppo di SPIT(o,en)(1*9)» gruppo linea 
re simplettico, che rispetta il piano lagrangiano y=0, (la fibra) e il vettore di 
periodicità (0,e,)* Si vede facilmente allora che si può decomporre 


x = (CRAFT AFI ELE con x' = (CSEZEZELI 


© = ma iv = è 
x" = (x j4]o 113%) (x 4pr n * (x 14]2***>*n3) in modo tale che 
Ker F 
Q 
(i) KerFg N Info si trasforma nel sottospazio simplettico 
2 2 


{x E) |a 73% 3E 50} 


(ii) KerF_ N ImF, , "la foglia", si trasforma nel sottospazio isotropo l+% di- 


o 


mensionale 


(iii) Im Ù 


si trasforma nel sottospazio simplettico 


(iv) In queste nuove coordinate 
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P_(x,D) = {DA ax ea" ,0">) di 


2 ' u)Ù m m 
Sb, + 2D_L (x DD )+ 20 bo(* DD ) 


+ o! xp_,0") + ol xp 0”) 


(3) ' Ho. yi m 

+0 (x D_»D 3 Xx D, ,D")] + 

+ (c_D +<o',x'>D +e" D">+<c" x" 
00 n 1 n 
W pu m-3 -1/2sn 

+ <p sD Dn + 0(p ) 


dove L (Lp) è una forma lineare su r*(p20n 2), ol!) (gl2), è una forma quadrati- 


2(n'-%) 


ca definita positiva su R*(R )e gl3) è una forma reale bilineare su 


lo 
rtxr2( .). Le coordinate possono inoltre essere scelte in modo tale che 
gl) (xx) = 0. Senza minor generalità m = 3 d'ora in poi. Dilatando con 
a Xo ' m È Xn 

(aaa) + (3, Lgs iv I ),.insieme con la sua duale e co 

o n Po 03 02 4 - 

p 

niugando con 


i 2rnil_ 2 ‘8 iv 
E (x) = exp(- 3 p |x"| Entio xnEn ti o <x":E"> + ipg(x)) 


dove €", En?0 e d fase È saranno scelti più tardi si ottiene un nuovo localizza- 


to P_(x,D) che può essere sviluppato secondo le potenze decrescenti di p per ot- 


tenere: 


(4) P_(x,D) = p* E (9, E AE) > 
p #0 n 


Pi mu Î m (2) mu (LL) 
LR dg Eno Î* En)t2<A x En°* LR + 


3 ”" mu mm 
+ 2<c tig sg + ol xe sl 3x'E 3% En) # 
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(2) “u A (2) dI mu 
+ 2<B° “x RETTA + 2i<B\ x dh°° En! + 


{LL CLI un 3 yy! 
+ (<ci sX% DEN + <c55 ix En)En* 


3 adi ' ti Sal " " a 2 ' " 
+ p Ho, S' ETA > te ta la EpÉ ) 


sa 26, L_(x"0, ,9x") ST 2 (ene ix "Eno 
h) ” 


+ ol) (218,6) + 2<Al) pig 0 > + 


+ Al2) gg + 2<ol?) pig 0" 
de x 


(2) (2), 


+ <C\T gx" gx" + Ene 


+ 2g) pen + 24812. 204,54 0? 


+ 27802) 0 DES @ 


(3) ' HW. gl 
+0 (x A dd) + 
+ al x'gu opt ire) + 


+ (DTA A MI Eni En) + 


È 2<8 ge gx" + 2<Al2) gi x, >» + 
n 


+ 2ccl2) inten,ox"> + al8 (xe SERE XE ) 
n n n 
° (2) (LU IL 
+ 2i<KB° x dx En?) + 


I I 9 u" “" mu LL + 
+ Cl sù DE nTSe sE" x dA 
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wu moym m.jy 2 
+ <Co gaia A sX MIRACI, 31X En)? + Oo ) 


dove abbiamo posto 


ql) (x pe) <al2) gm gg + pl?) zi zu, + <cl2) pm pet, 


al2) . c(2) _ tol2) tg(2) _ 302) 


, = 3 


Notiamo che Trtfo = trcl2). Denotando con t le variabili involutive (x'E 08") e 
È 


003) (tu 20) = 2<M tx" + 26M, t,8"> osserviamo che il nostro scopo è di annul- 
lare il termine in p° in (4) usando serie formali di potenze, rispetto a x"=0, 
le variabili simplettiche spaziali. I] primo problema è quello di determinare la 
fase a x"= 0. Calcolando il termine in p4 a x"0 ed esplicitando dg, Si ha 


sie dn dol d 
(5) dm = «iF[- 5 v, C; ut Ht] 


(0) 
-(cl2) 4 ;g(2);-1, 


y=$- Ko fat 


- ' " 2 mn "4 mm 
KISS  G Ch'+ iC5 


1 


L pra U] jj N 
2 = Lo + ilo 


H=M+ L, A, M= M + im, 
Per alleggerire le notazioni vediamo come si determina $ con Img = c|x|î nel caso 
dell'operatore modello (M). (5) diventa 
E 
sg DL x ; 
go “TI 2 ,, c] , conc 3 + ic, 


(o) 
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Calcoliamo ora il coefficiente di a x. = 0 e sostituiamo il valore 


2 
di è, ottenuto. Si ha l'equazione di 4° grado in Ve 
2 (o) 
4 3 2 2 2 
(6) v, TIE, [(1-2)E] + En(o,t*8)1%, 
Do) O) o 
- E_(C,+rc )E ua lu 
nl 0 n'x 4n n 


Do) 
dove t = E? A=%,F=1,H=0. 


E' immediato vedera ora come 5 ec; debbano essere reali. Se, per e- 


sempio, c € C\R (6) con E? 0 si riduce a 


2 
i 4 # 1 2del, 
(6) VA - Epto taa ud $i 0 


che ha certamente una soluzione 4, con Imp, < 0. 
o o 


Analogamente si ragiona se ce C\R. (La prova che ©, e c3 


semplice e si ottiene da subito localizzando opportunamente l'operatore. Qui è 


e Rè più 


omessa). 


Vediamo da ultimo come L1),> che in questo caso è 
n =|cg! + n |c{? + (K]-an)f, sia necessaria. La prova è in effetti la stessa 


del caso generale. L'equazione (6) con En = 1 può essere riscritta: 
1 2 1 2 
VEGA: TRE _i = & 
(7) IT Wo 7 [otte tu(1 £5))) 


C +00 
2 R__2 1 
Vi (474, te 0: 


1-g 0 lo) 2(1-25) 


1 2? 2 
“LI (yÉ - 2 [c + £0, + u(1-£2.)1 - 
Vial *%6 è 0 1 
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c,+£c 
/ 2 &_,2 lio be: 
- fini to N06 1 + Ed, + 201 = 


2 
aL (ctu) - (0-1) - deli, 


e la quantità a secondo membro è esattamente quella che compare nella condizione 


di Levi. Se quest'ultima è falsa si ha: 


(i) (C,-%)È > (ctu)? 
oppure 
(ii) (et)? s (ctu)? 


Mostreremo ora che l'equazione (6) ha al più 2 zeri reali. 


Nel caso (i) la (6) può essere riscritta nella forma 


2 
di liél nari: 2 2 
VW, IV, I +4 0 dove gly, ) = 4 +216,0) (1-2 du, (ctu, - 
(o) (o) (o) (o) (e) o) (o) 


- Ej(cjt2c,) 


Osserviamo ora che 36,€ R tale che g(U, ) = 0 ha un solo zero reale. Infatti, se 
Co) 
Pa(5529)» SE R, cE rÈ è un polinomio omogeneo del terz'ordine che ha tre zeri 


reali in dò per ogni o e P (5029) è un polinomio omogeneo del primo ordine, al- 


lora P, + P_ avrà tre zeri reali in S » Vo se V P, appartiene al polare eu- 
3 1 (o) So:0 1 


clideo del cono di iperbolicità di Pa. Ora per g questa condizione è equivalente 


a (ii). Quindi g ha un solo zero reale t che possiamo supporre negativo se (i) 


vale. Dato che h(9, ) = v, (4, ) ha un solo minimo relativo in [z,0] questo 
lo) O) Do) 
completa la prima parte. D'altronde se (ii) vale scegliendo 


2 di n 
maGen la (6) può anche essere riscritta da (7) 


C8u 
2 


6, = | 
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dig d 2 
(8) (0, * +2(c,-%1)] - 
1-2 (o) 
c.+2c 
2 L 2 
(LOT, + == 1 
i-L Co) o 2(1-2) 
1 2 c 2 
«11; sf - (c,-2u) - ] 
4 1 u 


Si vede che per v = E [o tutt(cj-2u)] il primo membro di (8) ha un minimo rela- 
o 
tivo e questo basta per concludere che anche in questo caso la (6) può essere ri- 


solta con Imp, <0. 
0 
Questo termina la costruzione, nel caso modello, della fase a xo = 0. 


per determinare completamente la soluzione asintotica u nella forma 
(o) 
(x) Vo iv.(x) occorre spingersi in (4) fino a O(p), per poter risolvere le 
j=0 : 
equazioni di trasporto che sono în generale Fuchsiane e coinvolgono condizioni 
sui termini d'ordine infefiore. Si rimanda a [B-B]2 e a [H] per i dettagli e i 


lemmi di risolubilità. 


3. IDEA DELLA DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 2 


Ragioniamo per semplicità nel caso dell'operatore modello (M). La 
tecnica per dimostrare che L1), e L2) sono sufficienti a garantire la buona po 
sizione del problema di Cauchy con dati a x 0 è standard e consiste nel mol 
tiplicare opportunamente in L°(R") l'operatore e ottenere una energia definita. 


positiva. Più precisamente se P(x,D) = (9729) (- -pLantan (Din DÎ)) + 


+ 
+ (6, D 0° + c, D, + C3%2Dn )dn sia M(x,D) = -D 06%o -2D rn con yeR da 


determinarsi e poniamo 2iIm<Pu,Mu>, dove <f,9> = ro (x SIFICA ax')dx'. Osser- 


viamo che P può essere riscritto come: 
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P=DM+ (D -gD )(DEsuX*X) 
(o) lo) 1 1 
+ ((ct6-1)D; + (c-£u)D,+Re(cX)D,_) 


dove X = D, + ix2Dn } és cotica» ue Co 


Integrando per parti si vede facilmente che 
(9) iIm<Pu,Mu> = DE» dove 


E = [Mulf + [o (0-20 Jul? + 


2 2 
+ u|X(D_-tD ul + rD,ul1,2 + 
1 2 Sr 
+ uy]Xu]1,7 + festu-r) {Dl 1/2 fr (et) luli + 


+ Re(cj-%u)<Du,D_D_U> + Re(c]-%u)<DD_U» (82 )u> 


1 


+ Re<Re((ck)D u,D u> + Re<Re(cX)D u, (D -2D_)u> 
n’ 0 n lo) 


1 


dove Ju] indica la norma di u in H°(R"). Per provare che E è definita positiva 


se L1). e L2) valgono lavorando microlocalmente con En > 0, passiamo a notazione 


matriciale: 
can 
1 0 n) D fo sab da D (780 )U 
c sd s 

0 u 7 X(D, sb Ju X(D, xD_)u > 
Ciedp = 

1 C 

7 7 v(cgtu-r) DU D_U 
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Y o ** | bhe Du 
1 1 
è 1 2 2 
ai 0 uY c Xu Xu > + |Mu|f = E' + [Mu] 
2 
Li ie c C_+u-Y Du Du 
"3 7? o O) o 
Got 
Si vede subito che se si sceglie y = 7 entrambe le matrici sono definite posi- 


2 
tive se L1) è soddisfatta. 
Finalmente moltiplichiamo per pel e integriamo per x70 la (9); 


si ha: 


o 0 
(10) È i \Pu|f ee dx, > E(0) + : I e 2T%0 Mu] “x, + 


0 00 


O _2rx 
+ 2r i er "9 E‘ 


0 


Con argomenti standard di analisi funzionale (vedi [H]) si deduce allo 


ra che il problema di Cauchy è ben posto a Xo = 0. 
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